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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  Γ΄ ΤΑΞΗΣ ΛΥΚΕΙΟΥ  

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ : ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ : 21 Σεπτεμβρίου 2024 
 

 

ΘΕΜΑ 1ο 

 

Α)  Αν μία πραγματική συνάρτηση 𝑓 είναι ορισμένη στο σύνολο Α να γράψετε τι ονομάζεται πρώτη 

παράγωγος της 𝑓 .                                                                                                                                         (5μ) 

                                                                                                                                                                

Β) Να διατυπώσετε το θεώρημα Bolzano και να γράψετε την γεωμετρική του ερμηνεία.                               (5μ) 

 

Γ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛|𝑥| είναι παραγωγίσιμη στο ℝ∗ και να γράψετε τον τύπο της 

παραγώγου.                                                                                                                                                         (6μ) 
                                                                                                                                                                    

Δ)  Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με Σωστό (Σ) ή Λάθος (Λ). 

1. Η συνάρτηση (g(x))f  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο 0x του πεδίου ορισμού της όταν f, g είναι 

παραγωγίσιμες στο 0x . 

2. Η εξίσωση |𝜂𝜇𝑥| = |𝑥| έχει άπειρες ρίζες. 

3. Αν 𝑓(𝛼) ∙ 𝑓(𝛽) > 0 και η 𝑓 είναι συνεχής στο διάστημα [α, β] τότε η 𝑓 δεν παρουσιάζει ρίζα στο [α, β]. 

                                                                                                                                                                (6μ) 

Ε) Να αντιστοιχίσετε τις συναρτήσεις 𝑓 της στήλης Α με τις συναρτήσεις 𝑓 ′ της στήλης Β. 

 

 

 

Στήλη Α (Συνάρτηση 𝑓) Στήλη Β (Συνάρτηση 𝑓 ′ ) 
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                                                (3μ) 

                                                                                                                                                                   

ΘΕΜΑ 2ο 

 

Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓(𝑥) =
2(𝑥+1)

𝑥−1
 και 𝑔(𝑥) =

√𝑥+1

√𝑥−1
+

√𝑥−1

√𝑥+1
. 

1. Να εξετάσετε αν 𝑓 ′ = 𝑔′.                                                                                                                        

(8μ) 

2. Αφού αποδείξετε ότι η 𝑔 είναι αντιστρέψιμη συνάρτηση να βρείτε την αντίστροφη της.                 

(2+6μ) 

3. Αν 𝑔−1(𝑥) =
𝑥+2

𝑥−2
, 𝑥 ∈ (−∞,−2] ∪ (2, +∞) να αποδείξετε ότι γράφεται στην μορφή 𝑔−1(𝑥) = 1 +

4

𝑥−2
 

και να σχεδιάσετε την γραφική της παράσταση.                          

(1+3μ)                                                                                                                                                                                                                    

4. Αν ℎ(𝑔−1 (𝑥)) = ln(4𝑒) − ln(𝑥 − 2) , 𝑥 > 2 τότε να βρεθεί ο τύπος της συνάρτησης ℎ.                                    

(5μ)                                                                                                      
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ΘΕΜΑ 3ο 

 
Δίνονται οι πραγματικές συναρτήσεις ,f g  για τις οποίες ισχύουν : 

• 𝜂𝜇2𝑥 − 𝑥 4 ≤ 𝑥𝑓(𝑥) ≤ 𝜂𝜇2𝑥 + 𝑥 4, 𝑥 ∈ ℝ  και f συνεχής στο 0, 

• 𝑔(𝑥) = {
𝑙𝑛𝑥 + 2𝛼, 𝑥 ≥ 1
𝛽 ∙ 𝑒𝑥−1, 𝑥 < 1

, 𝑔 παραγωγίσιμη συνάρτηση. 

1. Να αποδείξετε ότι 𝑓(0) = 0 𝜅𝛼𝜄 𝑓 ′(0) = 1.                                                     

(2+5 μ) 

2. Να αποδείξετε ότι 𝛼 =
1

2
  𝜅𝛼𝜄 𝛽 = 1 και στην συνέχεια να υπολογίσετε την 𝑔′(𝑥).                 

(3+4 μ) 

3. Αφού αποδείξετε ότι η 𝑔 είναι αντιστρέψιμη συνάρτηση να βρείτε την αντίστροφη της.            

(3+4 μ) 

4. Αν δίνετε ότι οι συναρτήσεις 𝑓 ′ , 𝑔′ είναι συνεχείς στο διάστημα [0,1], να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
𝑓′ (𝑥)

𝑥
+

𝑔′ (𝑥)

𝑥 −1
= 0 παρουσιάζει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (0,1).                                 

(4 μ)       

ΘΕΜΑ 4ο 

 

Δίνονται οι πραγματικές συναρτήσεις ,f g  για τις οποίες ισχύουν : 

• 𝑙𝑖𝑚
ℎ→𝑥

𝑒ℎ ∙𝑔(ℎ)−𝑒𝑥 ∙𝑔(𝑥)

ℎ−𝑥
= 𝑒𝑥 ∙ (𝑔(𝑥) + ln(𝑒𝑥 + 1) − 𝑥), 𝑥𝜖ℝ και 𝑔(1) = 0 

• 𝑓(𝑥) = (𝑙𝑛𝑥)𝑥 , 𝑥 > 𝑒 
 

1. Να υπολογίσετε την 𝑓 ′, στη συνέχεια να αποδειχθεί ότι 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα.  

            (5+3+1 μ) 

2. Να αποδειχθεί ότι 𝑔′(𝑥) = ln(𝑒𝑥 + 1) − 𝑥, 𝑥𝜖ℝ και να υπολογίσετε το όριο lim
𝑥→+∞

𝑔′(𝑥). Στην 

συνέχεια να βρεθεί το πρόσημο της συνάρτησης 𝑔.                       

(5+2+1 μ) 

3. Να υπολογίσετε το όριο 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[𝑔 (
1

𝑓(𝑥)
+ 1) ⋅ 𝑒𝑥∙𝑙𝑛(𝑙𝑛𝑥) ].                                                           

(4 μ) 

4. Να αποδείξετε ότι η παρακάτω εξίσωση παρουσιάζει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (0,1): 

𝑔(𝑥) ∙ (2𝑥 − 1) + 𝑥 2 − 𝑥 = 0. 

(4 μ) 

 

 

 

 

...ΕΥΧΟΜΕΘΑ ΕΠΙΤΥΧΙΑ...  


